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Fyrsti hluti

1. A bokasafni eru allar 120 beekurnar 4 fslensku. Hvad pyrfti ad baeta vid
morgum bokum 4 ensku svo 20% bdkanna séu & ensku?

020 024 x30 036

Skyring. Latum n vera fjolda boka & ensku er beett vid. Fjoldi boka 4 safninu er b4
120 4+ n. Vid viljum ad 20% bdékanna sé & ensku svo vio viljum ad n = 0,2 (120 +n).
Med pvi ad leysa jofnuna fyrir n faest ad n = 30.

2. Hver eftirfarandi staeda er ekki deilanleg med 20267
020252 — 1 027 - 2025 + 27 020253 + 1 X1 +2+---+ 2026
Skyring.

1. 2025 — 1 = (2025 — 1)(2025 + 1), seinni sviginn er 2026, svo pessi stada er
deilanleg med 2026.

2. 27 -2025 + 27 = 27(2025 + 1), svo Dbessi staeda er deilanleg med 2026 af sému
asteedu.

3. 2025° 4+ 1 = (2025 4 1)(2025% — 2025 + 1).

4. Par med er sidasti krossinn réttur. Vio getum séd petta par sem 142+- - -+2026
er oddatala par petta er summa 1013 oddatalna og 1013 sléttra talna.

3. Hvert er medaltal allra priggja stafa talna?
0500 0500, 5 X549, 5 550

Skyring. Priggja stafa tolurnar eru 100,101, . ..,999. Medaltal peirra er einfaldlega
medaltal fyrstu sidustu télunnar, p.e. (100 + 999)/2 = 549, 5.
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4. Virdisaukaskattur 4 Islandi er 24%. Hann leggst ofan & upphaflegt verd til
a0 fa raunverulegt verd 1 budum. Hvad purfa bidir ad veita mikinn afslatt
til pess ad lokaverd med virdisaukaskatti sé eins og virdisaukaskatti hafi ekki
veri0 beett vio?

011,35% ®19,35% 024% 053,76%

Skyring. Gerum rad fyrir ad vara kosti upphaflega x. Verd vérunnar med virdisauka-
skatti er pa y = z-(140,24) = 1,24 -z. Eftir ad buodin gefur afslatt a pa kostar varan
y-(1—a)=(1—a)-1,24-z. Vio viljum a0 petta sé x, pad er (1 —a)-1,24-x = z svo
(1—a)-1,24 = 1. Vi0 leysum betta og faum ad a = 1 —1/1,24 = 24/124 ~ 0, 1935.

5. Vid stokkum stofunum i BESSASTADIR. Ef vid krefjumst bess ad eins stafir
endi hlio vid hlid, B endi fremst og a0 R endi aftast, hvad ma gera petta &
marga vegu?

X720 05040 040320 0362880

Skyring. Ef eins stafir eru hlid vid hlid er jafngilt ad fjarleegja endurtekna stafi, pvi
vio litum & AA sem einn staf til deemis.

Vid hundsum einnig B og R pvi beim er ekki stokkad. Pa eru 6 6likir stafir, og stokka
ma 6 hlutum 46! =6-5-4-3-2-1 =720 vegu.

6. I nfu-horna stjornu eru allar hlidar jafnlangar og 6l ‘
horn jafnstor. Eitt hornanna er merkt med 6 & mynd- @

inni hér til hlidar. Finnid steerd 6 1 gradum talio.

018 x20 030 036

Skyring. Vio hofum 9 jafnstér horn sem spanna hring (360°). Hvert hornanna
spannar pvi 40° hringboga. Par sem betta eru ferilhorn pa er 6 = 20°.

7. Summa jakveedra deila tolunnar 18 ad frumtélum og henni sjélfri fratalinni
er 16 = 14+6+9. Hver eftirfarandi talna er jofn summu jakvaedra deila sinna
a0 frumtolum og henni sjalfri fratalinni?

028 032 036 x42
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Skyring.

1. Jakveeoir deilar 28 eru 1, 2, 4, 7, 14 og 28. Peir sem eru ekki frumtolur né 28
eru 1, 4 og 14. Summa beirra er 21.

2. Jakveedir deilar 32 eru 1 ,2, 4, 8, 16 og 32. Peir sem eru ekki frumtolur né 32
eru 1, 4, 8 og 16. Summa beirra er 29.

3. Jakveedir deilar 36 eru 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18 og 36. Peir sem eru ekki frumtoélur
né 36 eru 1, 4, 6, 9, 12 og 18. Summa peirra er 50.

4. Jakveedir deilar 42 eru 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21 og 42. Peir sem eru ekki frumtolur
né 42 eru 1, 6, 14 og 21. Summa beirra er 42.

8. Tveir 6likir hornpunktar tenings eru valdir af handahéfi, par sem allir valkost-
ir eru jafn liklegir. Hverjar eru likurnar ad linan um pessa tvo hornpunkta
liggi um midju teningsins?

o1/8 1/7 o1/4 01/2

Skyring. Pad eru 8 hornpuntar 4 teningi svo pad ma velja tvo beirra & % = 28
vegu. Til pess ad linan um punktana tvo liggi um midju teningsins purfa punktarnir
a0 vera gagnstadir. Pad eru 4 por af gagnsteedum hornpunktum svo likurnar & ad

velja pannig par er 4/28 = 1/7.

9. Ef0<b<aerurauntolur, pa er \/a+b+2\/%+ \/a+b—2\/%jafnt
0v2a + 2b Ova + Vb K2/ 02v/0

Skyring. Latum z = \/a og y = vb. Pa er \Ja+b+2Vab = /22 + y2 + 2zy =
z+1y = +a+ Vb Eins er \Ja+b—2Vab = \/a— Vb bvi a > b. Af bessu sést ad
Va+b+2vab+ \a+b—2vab = 2//a.

Einnig m4 4 svarid med pvi ad stinga inn b = 0 og sjd ad allir valkostir nema 2/a
geta ekki verio réttir.
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10. Tveer hlidar prihyrnings eru med lengdir 3 og 4. Hvad af eftirfarandi getur
ekki gilt um flatarmélid A & prihyrningnum?

OA <1 OA =3 O0A =6 XA > 7

Skyring. Koéllum prihyrninginn ABC og gerum 140 fyrir ad |AB| = 3 og |AC| = 4.
Sé a steerd hornsins ZBAC b4 er flatarmal prihyrningsins A = Sinéa) -3-4 = sin(a) - 6.
Nier 0 < sin(a) < 1svo 0 < A < 6. Athugum ad fyrir hvert y € [0,1] er til
a € [0°,90°] bannig ad sin(«) = y. Petta synir a0 A > 7 er eina stadheefingin sem

gengur ekki.

Annar hluti

11. Kollum tolu samhverfa ef hiin er eins lesin afram eda afturdbak i tugakerfi.
Til deemis er 12321 samhverf en 1233 ekki. Gefid er a0 x sé fjogurra stafa
samhverf tala og x 4+ 852 er fimm stafa samhverf tala. Hvao er x7

Svar: 9449

Skyring. Sjaum ad fjdgurra stafa tala plis 852 er < 11000 svo fyrstu tveir stafirnir
ix+852erul og0. Eins eru pa oftustu tveir 0 og 1. Par me0 er einingasaetio 1 x as,
og pvi fremsti stafurinn i z lika. Drogum pa 52 fra fimm stafa tolunni til ad sja ad x
endi & 49, svo x er 9449. Petta stemmir pvi pa er z + 852 = 10301.

12. Jakveeodu heiltolurnar z,y hafa bidar pversummu 2026, sem sagt summa
tolustafa peirra 1 tugakerfi er 2026. Hver er minnsta mogulega pversumma
x+y?

Svar: 2

Skyring. Svarid getur ekki ordid minna en 2 bvi pversumma tolu er alltaf med somu
leif med tilliti til 9 og talan sjalf. Pessi leif verdur einmitt ad vera 2. Med pvi ad lata

r=99...91 og y=299...900...010
—— —_——N—
225 225 224

P4 hafa x og y pversummuna 2026 og

x+y=100...01
450

sem hefur pversummuna 2.
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13. Ef p,q,r eru frumtolur pannig ad pgr = 3(p + ¢ + r) + 1, hvad er steersta
mogulega gildi 5p + 3qg + r?

Svar: 73

Skyring. Par sem p, ¢ og r eru frumtolur ba eru baer 2 eda oddatolur. Ef paer vaeru
allar oddatolur ba veeri pgr oddatala en 3(p + g + r) + 1 slétt sem gengur ekki. Viod
getum bvi gert rao fyrir ad ein peirra, segjum r sé 2. Vio hofum nta 2pg = 3(p+q) + 7.
Ef p og ¢ eru oddatdlur pa er 2pq slétt en 3(p + q) + 7 er oddatala. Pvi er énnur
peirra 2, segjum ¢q. Vid faum nu 4p = 3p + 13 svo p = 13. Lausnir jofnunnar
pqr =3(p+q+r)+ 1 eru pvi

(p,q,7r) € {(13,2,2),(2,13,2),(2,2,13)}

St lausn sem hdmarkar 5p + 3q + r er (p,q,r) = (13,2,2) og gefur gildid 73.

14. Ferhyrningur ABCD hefur hlidarlengdir 95
15,20, 14 og 25, { peirri r60. Einnig eru hlio- 4 H
arnar af lengdum 15 og 20 hornréttar hvor a
adra. Hvert er flatarmal ferhyrningsins?
15
14
-
B 50 C
Svar: 318

Skyring. Af reglu Pypagérasar faest ad |AC|* = |AB|* +
|BC|> = 152 + 20% = 625, svo |AC =|25. Latum
M vera miopunkt C'D. Par sem ACAD er jafn-
arma ba er AM horrétt & C'D. Regla Pybagor-
asar gefur ad |AM|* 4+ |CM|* = |AC|, bad er
|AM|*> = |AC|? — |CM|* = 576 svo |AM| = 24.
Af pessu sést a0 flatarmal prihyrningann ABC' og
CAD er

15-20 14-24

T —150 — =168
2 % T

svo flatarmal ferhyrningsins er 150 + 168 = 318.

15. Hvad eru morg ekki tém hlutmengi { {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} med margfeldi
sem endar & 07 Til deemis er {4,7,9,10} slikt hlutmengi, en {1, 7} ekki.

Svar: 752
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Skyring. Fjoldi hlutmengja sem gefa slétt margfeldi er 2!° — 2°. Eins er fjoldi
hlutmengja sem gefa margfeldi af 5 jafnt 219 —28. Fjéldi hlutmengja sem eru margfeldi
af hvorugu eru 24, svo fjoldi sem er margfeldi af ad minnsta kosti 6dru hvoru 2! — 24,

Par med er svarid (210 — 2°) + (210 — 28) — (210 — 2%) = 752.

Pridji hluti

Daemi 16
Hver er minnsta jakvaeda heiltalan k£ pannig ad

Vr—20+Vk—z=5
hafi a0 minnsta kosti eina rauntélulausn z?

Lausn
Setjum badar hlidar { annad veldi og faum

(x —20) +2vr —20vVk —2+ (k—x) =25
Styttum og feerum yfir til ad fa
2V —20Vk —x =45 —k
Setjum { annad veldi aftur og faum
4(x —20)(k — x) = (45 — k)* = 2025 — 90k + k*
Margfoldum upp tr vinstri hlid og styttum, faum pa
—42* + (4k 4+ 80)x — (2025 — 10k + k%) = 0

Petta er annars stigs jafna 1 x, par sem studlarnir eru A = —4, B = 4k + 80 og
C = —(2025 — 10k + k?). Einnig vitum vid a0 slik jafna hefur lausn pa og bvi adeins
ad B? —4AC > 0.

bvi verdur skilyrdi okkar

(4k +80)* > 4 - (—4) - (—2025 + 10k — k?)
Reiknum upp ur pessu til a0 fa

16k* + 640k + 6400 > 32400 — 160k + 16k*

Petta einfaldast loks i 800k > 2600, eda k > 65/2. Par sem k er heiltala faest pvi ad
k > 33, pvi vi0 verOum a0 runa upp.
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Sja ma ad k = 33 er med lausn pvi pa gefur x = 24 ad

V24— 20433 —24=vV4+v/9=2+3=5

Lausn
Par sem badar ferningsraeturnar verda ad vera skilgreindar pa er k > = > 20. Athug-
um ad fallio R>g — R, = — /x er thvolft, pad er

MovVa+d - V<A -a+ b (16.1)

fyrir 6ll a, b, A1, A2 € R>p, A1 + Ao = 1. Petta ma sja med pvi a0 hefja badar hlidar 1
annad veldi.

Af 6jofnu Jensen faest nua
5 Vi-20+vVk-w _ \/($—20)+(k‘—$) _\/k:—QO
2 2 - 2 2
Af bessu feest ad k —20 > 25/2, bad er k > 65/2. Par sem k er heiltala ba er k£ > 33.
Fyrir k£ = 33 ba er x = 24 og x = 29 lausnir pvi

V24 20433 -24=v4+v/9=24+3=5

(16.2)

0g

V29— 20433 -20=vV9+V4=3+2=5

svo minnsta heiltalan pannig ad jafnan hafi lausn er k = 33. m

Daemi 17

Talan n(n + 1)/2 kallast n-ta prihyrningstalan fyrir n > 1, tdknud ¢,,. Runa prihyrn-
ingstala byrjar pa 1,3,6,10,15,21,.... Finnid allar jakvaeodar heiltolur n pannig ad
t, + 2026 sé einnig prihyrningstala. Visbending: Frumpdttun 2026 er 2 - 1013.

Lausn

Sjaum ad n er slik tala ba og pvi adeins ad til sé jakveed heiltala m pannig ad
n(n+1)/2 4 2026 = m(m + 1)/2. Margfoldum { gegn, bé er petta n? + n + 4052 =
m? + m. Endurritum betta sem 4052 = m* —n?  + m —n = (m — n)(m +n + 1). Pétt-
um 4052 og faum ad pad sé 22-1013. Sidari patturinn verdur ad vera steerri, svo
1013 | m +n + 1 bar sem 1013 er frumtala.

P4 eru 3 tilfelli sem koma til greina, m — n verdur ad vera eitt gildanna 1,2 eda 4.
Samsvarandi gildi m+n+1 eru ba 4052, 2026, 1013. I 6llum premur tilfellunum getum
vio leyst fyrir (n,m) bvi vid hofum tveer jofnur og tveer breytur i hverju tilfelli.
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I fyrsta tilfelli faest lausnin (2025,2027), i 6dru tilfelli faest (1011.5,1013.5) sem er
ekki heiltolulausn og i pridja tilfelli faest (504, 508). Stadfesta ma med innsetningu ad
fyrsta og pridja lausn sé gild.

Par med er svarid n = 504 eda n = 2025. O

Daemi 18

Einhver fjarleegdi allar tolurnar af klukku, svo pu veist ekkert hvernig hin & ad snua.
Einnig eru visarnir allir eins! Ef visarnir eru med stefnur 171°,305° og 339° fra pvi
ad visa beint upp, hvad er klukkan? Visarnir feerast adeins einu sinni a4 sekindu, svo
visarnir 4 klukkunni takna heiltélufjolda sekindna fra klukkan tolf.

Lausn
Klukkan er 28 minttur yfir fjogur.

Sekunduvisirinn faerist um 6° gradur & sekindu, svo sa visir er & heiltolufjolda graoa
fra tolf, og hinir visarnir pad einnig. Vid skodum pvi hvad pad tekur klukkutimavis-
irinn langan tima ad feerast um 1°. A 12 klukkustundum fer visirinn 360°, svo hver
klukkustund er 30°. Par med er 1° jafn 1/30 tr klukkustund, eda 2 minttur.

Par med verdur sekundnavisinn ad visa beint & 12. Vid vitum ekki hvada visir
er sekindnavisir, en hinir visarnir eru pvi med stefnur (134°,168°), (34°,226°) eda
(192°,326°) eftir pvi hvada visir er sekindnavisirinn.

Hverjar tveer minitur feerist mindtnavisirinn um 360°/60-2 = 12°, svo mindtnavisirinn
verour a0 fa margfeldi af 12. Eina sem kemur pvi til greina medal valkostanna ad
ofan er 168° eda 192°.

Seinni valkosturinn gefur ad klukkan sé 32 mindtur yfir eitthvad, en samsvarandi
klukkutimavisirinn geefi okkur ad klukkan sé 52 mindtur yfir 10, sem gengur ekki.

Fyrri valkosturinn gefur okkur hins vegar a0 klukkan sé 22 minutur yfir eitthvad, sem
er sammala klukkutimavisinum sem gefur ad klukkan sé 28 minutur yfir fjogur. [

Lausn

Latum A, m og s standa fyrir stadsetningu klukkustundarvisis, mintatuvisis og sekiindu
visis sem hlutfall af heilum hring. Pannig stendur 0 fyrir 12 & skifunni, 1/12 fyrir
1 & skifunni o.s.frv. Athugum ad vid sjadum ekki hversu marga hringi visir hefur
snuist pannig ad vid getum baett vid heilum tolum vid h, m og s an pess ad synileg
stada visanna breytist. Pannig getum vid litid & h, m og s sem raedar tolur par
sem brotahlutinn taknar stadsetninguna & skifunni. Klukkan 12 : 00 : 00 visa allir
visarnir 4 12 svo vid getum dkvedid ad pegar h = 0 pd sé m = 0 og s = 0. A 12
klukkustundum snyst klukkstundarvisirinn einn hring en minttnavisirinn 12 hringi
svo m = 12h. A 60 mindtum snyst minGtuvisirinn einn hring en sekinduvisirinn 60k
hringi svo s = 60m = 720h.
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Segjum ad vid hofum sntid klukkunni x réttseelis, pad er 12 & klukkunni visar i
stefnu x. P4 visar klukkustundarvisirinn 1 x 4+ h, minituvisirinn i z +m og sekindu-
visirinn { x + s. Segjum ad (a,b,c) sé umrédunin & (171/360,305/360,339/360) =
(19/40,61/72,113/120) bannig ad (z + h,x +m,z +s) = (a,b,c) + (m, n, k) bar sem
m,n, k eru heiltolur. Pa feest

llh=m—-h=b—a modZ og 719h=s—h=c—aZ (18.1)
Af pessu feest

7909h =719-11h =719(b—a) mod Z og 7909k =11-719h =11(c—a) mod Z

(18.2)
Af pessu feest a0 7196 — 719a = 11c — 11la mod Z, paod er 708a — 7190 + 11c¢ = 0
mod Z, pad er 708 — 719b + 11c¢ sé heiltala. Med pvi ad profa allar sex umradanirnar
a (a,b,c) af (19/40,61/72,113/120) b4 feest ad (a, b, c) = (61/72,113/120,19/40).
Athugum ad (—196) - 11 +3-719 =1 svo

h = (—196)-11h+3-719h = (—196)(b—a)+3(c—a) = 193a—196b+3c mod Z. (18.3)

Nit er 193-61/72 — 196 - 113/120 + 3 - 19/40 = —3533/180 = 67/180 mod Z svo vid
sjaum ad h = 67/180. Af bessu sést ad

m=12h =67/15=7/15 modZ og s=60s=28=0 mod Z (18.4)

bar sem klukkustundarvisirinn ferdast 1/12 ur hring & hverri klukkustund bé segir
12-h =67/15 = 44 7/15 a0 bad hafa 1i0i0 4 klukkustundir fra pvi ad klukkan var 12.
Med sama haetti segir 60 - m = 28 ad klukkan er 28 mintutur yfir sidustu klukkustund.
Ad lokum segir 60-s = 0 ad sekiinduvisirinn visar 4 0. Af pessu sjaum vid a0 klukkan

er 04 : 28 : 00. m
Daemi 19
A hversu marga vegu ma rada tolunum 1,2,...,n pannig ad hver tala plis nimer

seeti sins sé veldi af tveimur?

Til deemis ef n =5 er 1,2,5,4,3 ein lausn. Pa er 1 1 saeti 1, sem saman er 2, sem er
veldi af 2. Naest er 2 1 seeti 2 sem er saman 4, naest 5 1 seeti 3 sem er saman 8 og svo
framvegis.

Lausn

Vid sonnum meo prepun ad pad sé alltaf nakvaemlega ein leid a0 rada tolunum pannig.
Petta er ljost fyrir n = 1. Gerum rad fyrir ad n € N og vid hofum sannad petta
fyrir 6ll m < n. Latum 2 vera steersta veldi af 2 sem er ekki steerra en n, pad er
2F <n < 281 Setjum sem svo ad talan i € {2% 28 + 1, ... n} sé{saxti j. Pd er

2F <4 j < ML 4 oFFl = ok 2, (19.1)



20262027 sida 11 af 11

Ef i 4 j er veldi af 2 pa sjdum vid ad i + j = 2¥1. Af bessu sést ad j = 281 — 4.
Med sama heetti sést ad talan { seeti j € {2728 + 1,... . n} er 2" — 5. Af bessu

sést ad hver talnanna i € {2FF1 — n 281 —pn + 1 ... n} verdur ad lenda { seti
2R g e {2FF—p 2P _nt1, ... n}. Af bessusést ad tolurnar 1,2, ..., 281 —n—1
verda a0 lenda { seetum 1,2,...,2F1 —n — 1.

Af prepunarforsendu er nakvaemlega ein leid ad peim pannig a0 summa t6lu og saetis-
numers hennar sé veldi af 2. Vid dlyktum pvi a0 pbad sé ndkvaemlega ein leid til pess

ad rada tolunum 1,2, ..., n pannig a0 summa hverrar tolu og saetis-ntimers hennar sé
veldi af 2.
Meo prepun & n € N faest ad til er nakveemlega ein leid a0 rada télunum 1,2,...,n

pannig a0 summa hverrar tolu og ntimer saetis hennar sé veldi af 2. O]
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